
Úloha 1
Radka �ur£ová

Zadanie: Rozhodnite a dokáºte, £i je jazyk L = {anbn2 |n ∈ N} bezkontextový.

Rie²enie: Predpokladajme, ºe je jazyk L bezkontextový. Potom musí sp¨¬a´ pumpovaciu lemu
pre bezkontextové jazyky.
Teda pre L platí, ºe (∃p, q ∈ N) (∀w; p ≥ 1, w ∈ L, |w| ≥ p) (∃x, u, y, v, z ∈ {a, b}∗)

(1) w = xuyvz

(2) |uyv| ≤ q

(3) |uv| ≥ 1

(4) ∀i ∈ N;xuiyviz ∈ L

De�nujme r = p + q + 150 a uvaºujme slovo w = arbr
2 ∈ L. Pod©a pumpovacej lemy existujú

slová x, u, y, v, z také, ºe platia podmienky (1)-(4).
Ke¤ºe slová v jazyku L sú tvaru a...ab...b tak musí plati´, ºe slovo u musí obsahova´ iba znaky a
alebo iba znaky b, rovnako aj slovo v. Inak by sa pri pumpovaní zjavne naru²ilo správne poradie
a, b.
Máme teda nasledujúce spôsoby rozdelenia:

a) slová u, v obsahujú iba znaky a

Teda w = xuyvz = arbr
2

= alxalualyalvar−lx−lu−ly−lvbr
2

kde x = alx , u = alu , y = aly , v =
alv , z = ar−lx−lu−ly−lvbr

2

pre nejaké lx, lu, ly, lv ∈ N.
Nech i = 0 a w′ = xu0yv0z. Platí w′ = alxa0alya0ar−lx−lu−ly−lvbr

2

= ar−lu−lvbr
2

.
Ak w′ patrí do L tak platí (r − lu − lv)

2 = r2.
Potom r − lu − lv = r a lu + lv = 0 £o je spor s (3), teda w′ /∈ L.

b) slová u, v obsahujú iba znaky b

w = xuyvz = arblxblublyblvbr
2−lx−lu−ly−lv , kde x = arblx , u = blu , y = bly , v = blv , z = br

2−lx−lu−ly−lv

pre nejaké lx, lu, ly, lv ∈ N.
Nech i = 0 a w′ = xu0yv0z. Platí w′ = arblxb0blyb0br

2−lx−lu−ly−lv = arbr
2−lu−lv .

Ak w′ patrí do L tak platí r2 = (r2 − lu − lv).
Potom lu + lv = 0 £o je spor s (3), teda w′ /∈ L.

c) slovo u obsahuje iba znaky a, slovo v obsahuje iba znaky b

w = xuyvz = alxaluar−lx−lubr
2−lv−lzblvblz kde x = alx , u = alu , y = ar−lx−lubr

2−lv−lz , v =
blv , z = blz pre nejaké lx, lu, lv, lz ∈ N.

Nech i = 0 a w′ = xu0yv0z.
Platí w′ = alxa0ar−lx−lubr

2−lv−lzb0blz = ar−lubr
2−lv .

Potom (r − lu)
2 = r2 − lv (0)

Nech i = 2 a w′ = xu2yv2z.
Platí w′ = alxa2luar−lx−lubr

2−lv−lzb2lvblz = ar+lubr
2+lv .

Potom (r + lu)
2 = r2 + lv (2)

Z (0) lu
2 − 2rlu + lv = 0

Z (2) lv = lu
2 + 2rlu.

Dosadením do (0) lu
2 − 2rlu + lu

2 + 2rlu = 0
Teda 2lu

2 = 0 a lu = |u| = 0. Potom ale aj lv = |v| = 0, £o je spor s (3), teda w′ /∈ L.
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Ukázali sme, ºe pre ©ubovo©né p a q a pre slovo w neexistuje rozdelenie také, ºe sú splnené
podmienky (1)-(4) z pumpovacej lemy, £o je spor. Jazyk L teda nie je bezkontextový.
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